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Synopsis　：Consider　oriented　circle　bundles　over　a　cLosed　oriented　surface　and　a　2．
dimensional　plane　fieldしransverse　to　the　fibers．　In　this　paper　a　necessary　and　su伍dellt
condition　for　the　existence　of　llon－sillgular　vector　fields　tallgent　to　tllis　plane　field　is
given．
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§1．　　Introduction　and　the　state｝nent　of　results
　　　　It　is　important　tQ　know　whether　a　given　foliation　admits　a　foliation　transverse　to
it．　Especially　we　want　to　know　i七fbr　codimension　one　f61ia七ions　of　3－manifblds．　Among
七hem　foliated　Si－bundles（foliations　transverse七〇七he　fibers　of　Si－bundles）are　interesting
oblec七s．
　　　　In　this　paper　we　study　the　existence　problem　of　2－plane丘elds七ransverse　to　f61iated
Sl－bundles，　as　a　primary　step　of　consideration，　which　is　equivalent　to七he　existence　of
anon－singular　vector　field　tangent　to　fbliated　571－bundles．
　　　　Theorem　　LetΣg　be　a　closed　orien亡able　surface　of　gen　us　g　andπ：Mk→Σ9
・n・S’－b・ndl・・verΣ，　with亡he　E・1er・1…e＝k．　L・亡ηb・a2－Plaη・fi・ld・n　Mk　・vhi・h
is　t・ansverse　t・the・fibers．　Then　tl・e・fo〃・wings　h・ldl
　　　　（1）lfg＝1，　then　the・e　alw・」x・exf・t・an・n－・ing・la・…t・・fi・ld　X　tang・nt　t・η．
　　　　（2）if　9≠1，　then　there　exists　aηon－singular　vector石e1（ゴXtangent　toηif　and　only
jfた≠Oaηd　k　dividesめhe　Euler　cha，i”acteristic　X（Σg）＝2－2g　ofΣg．
　　　　We　can　prove　this　theorem　using　the　cohomology　Gysin　exact　sequence　of　the　5「1，
bundleπ：M→Σgl@with　e（π）＝た．　In　the　llext　sectioエ1，　however，　we　give　a　geometric
proof　of　it　for　the　adventage　of　a　consideration　for　higher　dimensional　forlnulation．
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§2． Proof　of　theorem
　　　　One　can　easily　observe　the　following
　　　　Lemma　σhoose　a　small　closed　2－disc　D⊂Σg　and　letΣ’＝Σg－int　D　be　f亡s
・・mp1・m・・め』x励・1f・ati・n・ズ1（Σ’）2Σ’・51　andズ’（D）＝D・S’．　The・thr・・gh
・h・m・‘・py・al・・9　th・五ber・w・ha・eη1ズ1（Σ’）NT（Σ’）・S’　．，d・71ズ1（D）t・t　T（D）×S’，
　　　　Proof　of　theorem
　　　　In　the　case　g＝1，　any　non－singular　vector丘eld　on　the　base　space　T2　is　1孟ftedしoη．
　　　Next　consider　the　case　g≠1．
　　　　SU冊ciency
　　　　Since　there　exists　an　orientation　reversing　diffeomorphism　f：ハ4k→M＿k，　i七is
sufHcient　to七reat　the　case　k≧Ofbr　g＝Oand　tlle　case　k≦Ofor　g≧2．　Set　K”o　＝2
if　g＝Oandたo＝2－2g　if　g≧2．　Then　Mk。＝Ti（Σg）is　the　to七al　space　of　the　unit
七angent　circle　bundle　overΣg．ηis　homotopic　to　the　induced　vector　bundleπ＊（T（Σg）），
and　it　admits　a“tau七〇10gical”cross　section
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（（コc，v））＝v，　（x，v）∈TI（Σ9）．
Thus　the　case　k＝k・o　is　over．
　　　　Next　choose　a　positive　int俘ger（オsatlsfying（疏＝2－2g　and　consider　the（1－fold
coveringハ4　along　the丘bers　of　Mk。．　Note　that　M＝Mk．　Lifting　everything　from　Mk。，
it　admits　a　non，singular　vector　field　tangent　toη．
　　　　　　　　　　neceSS旦ty
　　　　In　the　decomposition　Mk＝7r－1（Σ’）Uπ一1（D）窪Σ’×31　U　D×31，the　attaching
map　between∂ズ1（Σ’）and∂ズ1（D）is　of　the　fbllowing　form；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝μ十たλ　　　　　　　　 ｛1一λ
where　m＝［∂工）］（with　the　induced．orientation　from五）），1＝［51］∈Hl（∂D×5「1；Z）and
μ＝一［∂Σ’］（with　the　opposite　orientation　fromΣ’），λ＝〔31】∈Hl（∂Σ’×51；Z）．　The
rule　of　the　intersection　is　7η・1＝1（1・7η＝－1）．
　　　　Denote　T＝∂7rm1（Σ’）＝∂π一1（D）．
　　　　Let　X　be　a　non－singular　vecしor　field　tangent　tQη．　Choose　a　point　po∈Σg　and
consider　a　small　tubular　neighborhoodズ1（D）of　the　fiberπ一1（po）（po∈int五））．
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　　　　Homotoping　X　along　the　fiber　direction，　we　obtain　a　vector　field　XD（resp．　XΣ，）
which　is　tangent　to　each　1）×｛θ｝（θ∈Si）（resp．Σ’×｛θ｝（θ∈S1））．
　　　　Note　that　X　is　tangenしto　T　if　and　only　if　XD　and　XΣ’are　tangent　to　T．
　　　　Since　D　is　sma｝1，　there　are　two　circles　T＋Uτ＿on　T　such　that
　　　　（1）XD　is七angen七to　T　alongτ＋Uτ＿，
　　　　（2）on　T＋the　direction　of　XD　match七he　induced　orientation　of　each∂D×｛θ｝，
　　　　（3）on　T＿the　direction　of　XD　match七he　opposite　orientation　of　each∂D×｛θ｝，
　　　　（4）walking　along　each∂D×｛θ｝according　to　the　induged　orientation　from　D×｛θ｝，
　　　　（4－1）XDID×｛θ｝is　outward　fromτ＋∩（∂D×｛θ｝）to　T＿∩（∂D×｛θ｝）and
　　　　（4－2）XDID×｛θ｝is　inward　fromτ＿∩（∂D×｛θ｝）toτ＋∩（∂D×｛θ｝）．
　　　　We　assume　that　the　orieIltations　on　T＋UT－are　coherent　to　the丘ber　and　that　their
homology　classes　are　of　the　fbrmレ＋1＝［τ一］＝1十αm　fbr　someα∈Z．　We　also　assume
thatτ＋andτ＿intersect　each　circle∂D×｛θ｝（θ∈5’1）transversely．
　　　　Denoteσθ＝∂Σ’×｛θ｝．　Fbr　a　genericθ∈51，σθinむersectsτ＋Uτ＿transversely．
The　homology　class［σθ］＝μ＝m－kl．　Letτ＋∩σθ＝｛ql，＿，g，t｝．
　　　　Then　one　can　observe　that　ifσθintersects　T＋at　g∈丁＋∩σθirl　such　a　way　that　the
orientation〈σθ，τ＋〉（resp．〈丁＋，σθ〉）aもqcoincides　the　orientation　on　T，　then　g　produces
asaddle（resp．　a　center）type　tangent　point　of　XΣ，　onΣ’×｛θ｝．　In　this　case　we　call　q　a
negαtive（resp．　positive）tangent　point．
　　　　Considering－X，　the　si七uation　on　T＿is　the　same　as　above．
　　　　Let　n＋＝≠詐of　positive　tangent　points（resp．71＿＝＃of　negative　tallgent　points）．
Then　n＝n＋十n＿，　and　from　the　argument　above，
　　　　n＋一η一＝一【σθレ［・＋】＝一（m－kl）・（」＋αm）＝－1・一・ak”．
　　　　On　the　other　hand　onσθ，　by　the　Poincar6－Hopf　theoreln，　we　have
　　　　n＋－n＿＝（1／2）X（double　ofΣ’）＝1－2g．
　　　　Hence一αた＝2－2g　and　we　are　done，
§3． Concluding　remarks
　　　　Consider七he　case　where　y（≧2．　By　the　well　known　Milnor－Wood　theory（［M］，
［Wl），　Mたadlnits　a　fbliation　transverse　to　the丘bers　if　and　only　if　lた1≦2g－2．　For
k＝±（2－2g），　by　a　resulむof　Ghys［G］，any　codimension　one　fOliaむion　transverse　to　the
fibers　is　O°Q．conjugate　to　the　Anosov　foliation（the　weak　stable　f（）liatio1ユof　the　geodesic
且ow）．　In　this　case，　the　weak　unstable　foliation　is　transverse　to　it．　Moreover　tllere　is　a
real　analytic　1．paユ・ameter　family　of　codimension　one　foliations｛∫‘｝（オ∈5「1）such　that
fl　is　the　Anosov　foliation　a1ユd，フ『8　and∫‘are　transverse　for　every　5≠オ∈51．
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　　　　Problem　l　Are　codimensioll　olle　foliations　transverse　to　the　Anosov　foliation
classifiable？
　　　　In　the　case　lkl〈2g－2，　it　is　Ilot　knQwn　thaしwhich　fbliated　Si－bundle　admi七s　a
transverse　codimension　one　fbliation．
　　　　Problem　2　For　a　fbliated　51－bundle　for　k（1＝2－2g，　d＞1，is　the　d－fold　cover　of
the　weak　unstal）le　foliation　transverse　to　it？
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